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EJERCICIO: Calcular la informacién de una secuencia de 10 letras y de una secuencia de
26 digitos

Suponiendo que las 26 letras son equiprobables, se trata de averiguar qué tiene mas informacién, si una
secuencia de 10 simbolos pertenecientes a un grupo de 26, o una secuencia de 26 simbolos pertenecientes

a un grupo de 10.

1
I(10 letras) = 10 I(1 letra) = 10 log, — = 10 log,26 ~ 47
26
1
1(26 digitos) = 26 I(1 digito) = 26 log, — = 26 log, 10 ~ 86,4
10

EJERCICIO: Calcular la informacién de un discurso de 1000 palabras y de una imagen de
500 x 600 pixels con 16 niveles de brillo cada uno

Si suponemos que las 10000 palabras son equiprobables, la informacién de una secuencia de 1000 es:

= 1000 log, 10000 ~ 13287,7

1
I(1000 palabras) = 1000 I(1 palabra) = 1000 log, —
10000

La informacién de una imagen es:

1
300000 logy = = 300000 logy 16 ~ 1200000

I(500x600 pixels) = 300000 I(1 pixel) =
16

Realmente vale mas una imagen que mil palabras.



EJERCICIO: Dado un grupo de nueve bolas, encontrar una estrategia que permita, en tres
pesadas, encontrar la de diferente masa y decir si es mas pesada o ligera que las demas

En general, si el grupo consta de n bolas, el nimero total de posibilidades es 2n, pues cada una de las n
bolas puede ser mas pesada o mas ligera que las demés. La mejor estrategia en cada pesada es intentar
dividir las bolas que se estén considerando en 3 grupos, lo méas parecidos en ntiimero que se pueda. En
este caso, hay tres posibilidad:

= la balanza se inclina hacia la izquierda: entonces la bola es més pesada y esta en el platillo izquierdo
o mas ligera y esta en el derecho

= la balanza se inclina hacia la derecha: entonces la bola es més pesada y esta en el platillo derecho
o mas ligera y esta en el izquierdo

= la balanza no se inclina: entonces la bola, sea més pesada o més ligera, estd entre las restantes

Es facil ver que la mejor estrategia es dividir las bolas en grupos iguales. En efecto, sabemos que la
informacion que aporta un experimento random es maxima si la distribucién de probabilidad es uniforme.
Dicho de otro modo, la entropia de un conjunto es méaxima si todas las posibilidad son equiprobables.
Podemos verlo haciendo uso de los multiplicadores de Lagrange para optimizar la funcién H(X) =
> piln p%- con la restriccién de normalizacién > p; = 1

1
L(pt,-ypns A) = Zpiln;i +(A-1) (1 - Zpi)

(NOTA: se hace uso del factor A — 1 para simplificar los cdlculos)

Derivando...

L
 Op; =lnpi+1+(A—-1) = Inpi+A =0 = Inp; = -A

Con lo que vemos que todos los p; han de valer igual para que la entropia sea maxima. En estas condiciones,
el algoritmo que se encuentre sera, por tanto, el 6ptimo. Por otro lado, como cada pesada tiene tres lecturas
(listadas anterioremente), tras k pesadas el niimero de conclusiones que se obtiene es 3%, luego el ntimero
de pesadas necesarias para resolver el problema ha de satisfacer que 3% > 2n

En el ejemplo de nueve bolas es, por tanto, suficiente con 3 pesadas ( 3% =27 > 18 = 2-9 ). Veamos
una posible estrategia:

PASO 1

Hay nueve bolas (numeradas de 1 a 9), y una de ellas puede ser méas pesada (lo que denotaremos con una
P) o mds ligera (L). Las 18 posibilidades son, por tanto:

1p 2P 3P 4P 5P 6P 7P 8P 9P
1L 2L 3L 4L 5L 6L 7L 8L 9L

Dividimos las 9 nueve bolas en 3 grupos de 3. En el plato izquierdo ponemos el grupo {1,2,3}, en el
derecho {4,5,6} y dejamos el resto. Los tres posibles resultados son:



= 1A la balanza se inclina hacia la izquierda. Las posibilidad son entonces

1P 2P 3P
4L 5L 6L

= 1B la balanza se inclina hacia la derecha, en cuyo caso las posibilidades son

4P 5P 6P
1L 2L 3L

= 1C la balanza no se inclina, por tanto las posibilidades son

P 8P 9P
7L 8L 9L

Vemos que con una sola pesada hemos reducido el nimero de posibilidades de 18 a 6.

PASO 2

De nuevo volvemos a dividir cada grupo en 3 partes iguales, en este caso de 2 bolas, pero procurando
que ninguna pareja sea un subgrupo de las ternas usadas en el primer paso puesto que, si asi fuese y la
balanza repitiese el movimiento de la primera pesada, esa pareja no aportaria informacién nueva.

= en el caso A En el plato izquierdo ponemos las bolas {1,4} y en el derecho {2,5}

- si se balancea a la izquierda las posibilidades son 1P o 5L.
- si se balancea a la derecha las posibilidades son 2P o 4L.

- si no se balancea las posibilidades son 3P o 6L.
= en el caso B Hacemos la misma pesada.

- si se balancea a la izquierda las posibilidades son 4P o 2L.
- si se balancea a la derecha las posibilidades son 5P o 1L.
- si no se balancea las posibilidades son 6P o 3L.
= en el caso C En el plato izquierdo ponemos las bolas {7,8} y en el derecho cualquier grupo de dos
de entre las ya descartadas
- si se balancea a la izquierda las posibilidades son 7P o 8P.
- si se balancea a la derecha las posibilidades son 7L o 8L.

- si no se balancea es la bola 9 la que pesa diferente.

PASO 3

En cualquiera de los casos quedan dos posibilidades. Es suficiente con hacer una tercera pesada de una de
ellas comparandola con cualquiera de las ya descartadas. Si la balanza se mueve es que hemos escogido
la bola correcta, y si se queda estable es que era la otra.



EJERCICIO: ;Qué podemos decir sobre el tamano del mayor de N cubos de lado medio 10
y volumen medio 10007

Para plantear el ejercicio podemos hacer uso de la desigualdad de Jensen:

Una funcién f es convexa en el intervalo (a,b) si para todo z1,z2 € (a,b) y 0 < A <1 se verifica que:
[z + (1=Nz2) < Af(z1) + 1 —=A)f (z2)
y estrictamente convexa si la igualdad se obtiene s6lo para A=00 A = 1.

La desigualdad dice que dada una funcién f y una variable aleatoria x, si f es convexa, entonces E[f(x)] >
f(E[z]). Es decir:

! ! !
siy pi=lconp; >0 = > pif(x:)>f (Zm%) (1)
i=1 i=1 i=1
Si f es estrictamente convexa y E[f(x)] = f(E[z]), entonces la variable x es constante.

La Eq. 1 es facil de probar por recursién:

l l
f (Zm%) =f (plxl + me)
=1

=2

l

- =Ay Zli:2 .
. D im1Pi Dim1Pi
de convexidad, queda

si tomamos p; = =1— X en la expresiéon anterior, y hacemos uso de la definiciéon

l l
) 21':2 biZi
elEas)

volvemos ahora a aplicar el mismo razonamiento tomando A = =2 oY 1-X= S
i=2 i=2 P

! ! P2 S (S pi
f<zp> = mhlot Zp} [zi_sz SRS ( zpﬂ

y asi sucesivamente. En el caso de que E[f(z)] = f(E[z]), todas las desigualdades anteriores se deben
cambiar por igualdades. Si la funcién f es, ademads, estrictamente convexa, entonces en cada paso hay
que aplicar que A =0 o A = 1. Asi, por ejemplo, en el primer paso de la demostracién por recurrencia
dirfamos que p; s6lo puede valor 0 o 1. Si se da el segundo caso, entonces py es 0 0 1; y asi sucesivamente.
Sélo uno de los p; vale 1, y el resto 0, con lo que se concluye que la variable x s6lo admite un tinico valor
posible.

!
f (ZZMCZ) < puf(zn) +
i=1

Estas son precisamente las condiciones del ejercicio. La funcién 3

que se verifique que

es estrictamente convexa, pues para

o1+ (1= Nao]® = A2l 4+(1-2)>223 430 1=Naras [Azy + (1 — Naa] = Aed+(1-N)ad Vay, 22 € (0,00)
ha de cumplirse necesariamente que A valga 0 o 1.
Por tanto, tenemos una funcién, el volumen, que es estrictamente convexa, y una muestra para la que

se verifica que E[V(l)] = V(E[l]). Segin hemos visto, eso indica que sélo hay un valor posible para la
variable 1, y por tanto todos los cubos son iguales, con 1=10 y V=1000.



EJERCICIO: Calcular H(X), H(Y), H(X[|Y) y H(Y|X) si X es el resultado de lanzar un
dado e Y vale 1 cuando X es impar y 0 en caso contrario

La variable X toma valores z; = {1,2,3,4,5,6}, todos con probabilidad p; =

La variable Y toma valores y; = {0,1}, con probabilidades p; = %

1
G

6
1
H(X) = Zalog26 = logy6 ~ 2,58

i=1

2
1
HY) = Zilog22 = logy,2 =1
i=1

No seria necesario calcular H(Y'|X) para saber su valor, pues si interpretamos esta cantidad como la
incertidumbre en la variable Y conocido el valor de la variable X, esta incertidumbre es 0, pues dado
un valor de X, el valor de Y estd determinado por su propia definicién. En efecto, podemos aplicar la
expresion:

H(X.)Y) = E:M%yMWr—L— . p(x,y) = p(y)p(z(y)
p p(z,y)
y como
plz=1y=0) = ply=0px=1y=0) = %0 = 0
plz=2,y=0) = ply=0px=2y=0) = ?% = 3
plx=3y=0) = ply=0px=3ly=0 = ?0 = 0
plz=4,y=0) = ply=0px=4y=0) = g% = 3
plx=5y=0) = ply=0px=5y=0 = ?0 = 0
ple=6,y=0) = ply=0px=6ly=0 = 335 = ¢
pa=1y=1) = py=lplx=1y=1) = ;% = 3
plx=2y=1) = ply=plx=2)y=1 = ?0 = 0
plz=3,y=1) = ply=lplz=3ly=1) = ?% = 3
plx=4y=1) = ply=lplxz=4y=1 = ?0 = 0
ple=5y=1) = ply=lplx=5y=1) = ?% = 3
plx=6y=1) = ply=lplz=6ly=1) = 50 = 0
queda que

1 1 1 1 1 1
H(X,Y) = logy6 ~ 2,58
y como sabemos que H(X,Y) = H(X) + HY|X) = HY) + H(X|Y) queda que

H(Y|X) = 0

H(X|Y) = H(X)—H(Y) ~ 158



EJERCICIO: Probar el principio de maxima entropia

Haremos uso del método de los multiplicadores de Lagrange. Debemos hallar la expresién de N proba-
bilidades p; que maximicen la funcién entropia,

N 1 1 & 1
S = pilogy — = — » p;ln—
; ’ g2pi 1H2; s

con las siguientes restricciones:
N N
Zpiffi = Z pi =1
i=1 i=1
La funcién Lagrangiana se puede expresar, por tanto, de la siguiente manera:

N N N
1
L(pi,....,pn.m, ) = Zmln; + n(ume) + (A -1 (12101-)
i=1 1=1 =1

(NOTA: se hace uso del factor A — 1 para simplificar los célculos)

Derivando respecto de cada variable, e igualando a 0, queda:

OL
_8—:0 = lnpj+1+nz;+(A—1) = pj=e te 1%
Dj

o sea, que podemos expresar las probabilidades como funciones exponenciales de los valores de x;:
A

p; = Ae*"i con A=e "ya=—-n

Para obtener los valores de A y 7 hacemos uso de las dos restricciones:
N N
Zpi =1 & e_’\Ze_””“ =1
i=1 i=1

N N

= —NTi e
Zpixi:/,t@e Ze Mg, =1
i=1 i=1

De la primera ecuacién podemos despejar A como una funcién de 7:

N
A=1In Z e i
i=1

y el valor de 1 se obtendria resolviendo la ecuacién que se obtiene tras dividir las dos expresiones anteriores:

o8

efnmixi N
K3

ks e =0

e N%i =1

M=

1

-
Il



